Dérivées des fonctions usuelles. Opérations

I) Définition

Une fonction f est dérivable sur un intervalle (ou une réunion
d’intervalles) D si, et seulement si elle est dérivable pour tout réel a € D

Si f est dérivable sur D, on appelle fonction dérivée de f sur D la
fonction notée f’ définie sur D par: a - f'(a)

II) Dérivées des fonctions usuelles

1) Fonction constante f(x) = k (k eR)

La fonction constante f(x) = k ( k € R) est dérivable sur R et sa fonction
dérivéeest f'(x) = 0

Démonstration :

Calculons le taux de variation de la fonction f en un point a (réel quelconque).
fla+h)—f(a) k-k

h "~ h
Donc pour tout réel a et pour toutréel h #+= Oona f'(a) = 0
d'ou le résultat f’(x) = 0 pour tout x réel

On a pour tout réel h + 0 =0

Exemple :

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 3,5.
f est dérivable sur R et sa fonction dérivée est : f'(x) = 0

2) Fonction f(x) = x® (neN)

a) Fonction f(x) = x

La fonction f(x) = x est dérivable sur R et sa fonction dérivée est

fx) =1

Démonstration :

Calculons le taux de variation de la fonction f en un point a (réel quelconque).
fla+h)-f(a) a+h-a h )

= =— =1 puisque h = 0
h h h

Donc pour tout réel a on a f'(a) = 1 d'ou le résultat f’(x) = 1 pour tout x réel

On a pour tout réel h # 0



b) Fonction f(x) = x?

La fonction f(x) = x? est dérivable sur R et sa fonction dérivée est

f(x) = 2x

Démonstration :

Calculons le taux de variation de la fonction f en un point a (réel quelconque).

flath)=f(a) (a+h)®>-a® 2ah+h*  h(2a+h)

On a pour toutréel h # 0

h h h h
h —_
Donc pour tout réel h # 0 M =2a +h

Pour tout réel a lorsque h tend vers 0, ce taux de variation tend vers 2a

Donc on a f’(a) = 2a d'ou le résultat f’(x) = 2x pour tout x réel

c) Cas général : Fonction f(x) = x" (neN)

La fonction f(x) = x"(n € N) est dérivable sur R et sa fonction dérivée
est f'(x) = nx™!

Résultat admis en premieéere

Exemple :

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x’.
f est dérivable sur R et sa fonction dérivée est : f'(x) = 7 x°

3) fonction affine

m, p étant deux nombres réels, la fonction affine f(x) = mx +p est dérivable
sur R et sa fonction dérivée est f'(x) =m

Démonstration : Calculons le taux de variation de la fonction f(x) = mx +p
fla+h)—f(a) _ m(a+h)+p—(ma+p) _ ma+mh+p-ma-p

On a pour tout réel h + 0

h h h
mh
= _n
h
a+h)—-f(a
Donc flarh)=f(a) = m et lorsque h tend vers 0, ce taux de variation tend vers m

h

Doncon a f’(a) = m d'ou le résultat f’(x) = m pour tout x réel (La dérivée est une
fonction constante)



4) Fonction f(x) = i

La fonction f(x) = est dérivable sur les intervalles ] -0 ;0[et]0; + oo [

N R

1
et sa fonction dérivée est f'(x) = — =

Démonstration : Calculons le taux de variation de la fonction f en un pointa (a # 0 ).

On a pour tout réel h # 0 tel que a et a + h soient de méme signe :

1 1 a—(a+h) —-h
f(a+h)—f(a) _ath_a_ alath) _aath) __ ~h
h h h h ah(a+h)
fla+h)—f(a) -1 )
D =
onc N a@th) puisque h # 0

. . -1
Pour tout réel a #0 lorsque h tend vers 0, ce taux de variation tend vers -
a

) s . . 1 ,
Doncon a f'(a) = —% d'ou le résultat f'(x) = — 2 pour tout x réel non nul.

5) Fonction f(x) = Jx

La fonction f(x) = +/x est dérivable sur l'intervalle ] 0 ; + o [ et sa fonction

dérivée est f'(x) = %

Démonstration :

Calculons le taux de variation de la fonction f en un point a (a # 0).

On a pour tout réel h > 0 tel que a et a + h soient strictement positifs

flath)—=f(@) _ Vat+h—-Va _ Vath—Va  jgih+va  (Vath—Va)(Vat+th++Va)

h h h X Jath+va h(Va+h ++a)
: (a+h)—a a M
" h(Vath+vVa) H(Vath++a)
f(la+h)—f(a) 1 .
D =
onc N NeEe puisque h # 0
1
Pour tout réel a #0 lorsque h tend vers 0, ce taux de variation tend vers
Va+va
1 1
D ) - I . ) _ = > 0.
oncona f'(a) = == d'ol le résultat f'(x) 575 Pourtoutx >0



Remarques :

e La fonction f(x) = v/x n’est pas dérivable pour a = 0 (voir fiche Nombre dérivé
et tangente)

e La fonction f(x) = |x| est dérivable sur les intervalles ]-00 ;0[et]0; + oo [
Démonstration :

1°) Lorsque x € ] 0 ; +o [ f(x) = x donc f est dérivable (voir plus haut) et f'(x) = 1
2°) Lorsque x € ]—o;0[ f(x) = —x

Calculons le taux de variation de la fonction f en un point a ( a < 0).
On a pour tout réel h #+ 0 tel que a + h soit négatif
fla+h)-f(a) —(a+h)-(-a)

h h
Doncpoura < 0 f'(a) = -1 et f/lx) = —1sur]-«;0][

-h
:T:—lpuisqueh;t 0

Remarque : le taux de variation prenant deux valeurs différentes sur] 0 ; + oof
et sur] - o ; 0 [ la fonction f(x) = |x| n'est pas dérivable en zéro.

6) Fonction f(x) = xin

1
La fonction f(x) = P est dérivable sur les intervalles ] -0 ;0[et]0; + o [

- - - n
et sa fonction dérivée est f'(x) = — s

Résultat admis en premiére

Exemple :

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = xi7

L. . . -7
f est dérivable sur ] - o ; 0[ U] 0 ; + o [ et sa fonction dérivée est : f'(x) = =



III)Tableau récapitulatif

Fonction f : Dérivable sur : Fonction dérivée f :

f(x) = k(keR) R f(x) =0
fx) = x R fx) =1
f(x) = x* R fx) = 2x
f(x)= mx+p R f(x) =m

f(x) = x"(ne N) R ) = nxmt
f(x)=§ ]-0;0[U]0;+o] f'(x)z_xlz
f(x)=xln(neN) ]-0;0[U]0;+o] f) = — =
f(x) =vVx 10; + o] f’(x)zﬁi

IV) Dérivées et opérations

Dans toute la suite u et v sont deux fonctions dérivables sur I'ensemble D
(D étant un intervalle ou une réunion d’intervalles) et 1 est un nombre réel.

1) Somme de deux fonctions

La fonction u + v définie par (u + v)(x) = u(x) + v(x) est dérivable sur D et

sa dérivée est définiepar (u +v) (x) = u'(x) + v'(x) .

Exemples

Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

1°) f(x) = x + x* surR

La dérivée de x est 1

La dérivée de x* est 4x3

On obtient f'(x) = 1 + 4x°3

1
2°) f(x) = z x* - 3 pour x réel, x #0

1
La dérivée de — est —12 p
X X

La dérivé de — x2 est — 2x et
La dérivée de - 3 est 0

On obtient f'(x) = —% - 2x




Démonstration :

Calculons le taux de variation de la fonction u + v poura € D
Pourtout h # 0 telquea+h € D

(u+v)(a+h)—(u+v)(a) _u(a+h)+v( a+h)—u(a)-v(a) _u(a+h)—u(a) + v(a+h)-v(a)
h h h h

Les fonctions u et v étant dérivables en a, lorsque h tend vers 0 le premier quotient tend
vers u'(a) et le deuxieme quotient vers v'(a)

Le taux de variation de la fonction u + v tend vers v'(a) + v'(a)
Pour tout a e D la fonction dérivée de la fonction u + v est bien v’ + v/

2) Produit d'une fonction par un réel

La fonction Au définie par ( Au)(x) = Au(x) est dérivable sur D et

sa dérivée est définie par (Au)’ (x) = 2u'(x).

Exemples
Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

1°) f(x) =7x® surR
La dérivée de x3 est 3x?

On obtient f'(x) = 7 x 3x% = 21x?

4
2°) f(x) = ; pour x réel, x #0

ez o 1 1
La derivee de —est —=
X x

_ , 4
On obtient f'(x) = — 2
3°) f(x) =5x% = 3vVx sur]0; + ]
La dérivée de x? est 2x
1
La dérivée de est ——
Vx N

i () = L
On obtient f’(x) = 5x 2x 32&
3

f(x) = 10x — ﬁ



Démonstration :

Calculons le taux de variation de la fonction Au pour a € D
Pour tout h #0telquea+h e D

(Au)(a+h)—-(Auw)(a) Au(a+h)-Au(a) ~ 2 u(a+h)-u(a)
h B h - h

Or la fonction u étant dérivable en a, lorsque h tend vers 0 le quotient tend vers u’(a).

Le taux de variation de la fonction Au tend vers u'(a)
Pour tout a e D la fonction dérivée de la fonction Au est bien Au’ .

3) Fonction polynéme

a) Définition

Une fonction f définie sur R est une fonction polynéme si f(x) peut s’écrire
comme une somme de termes de la forme kx" avec keR et neN.

b) Dérivée

Une fonction polynome est dérivable sur R

Ceci est une conséquence des résultats du I) et du II)
Exemples :

Calculer les dérivées des fonctions polyn6mes suivantes sur R :
1°) f(x) = x*+3x—5

On obtient f'(x) = 2x + 3

2°)f(x)=§x3—5x2+%x—5

. . 9 2 1
On obtient f'(x) = > x“—10x + 2

4) Produit de deux fonctions

La fonction uv définie par (uv)(x) = u(x) x v(x) est dérivable sur D et

sa dérivée est définie par (uv) (x) = v'(x)v(x) + u(x) v'(x)

Exemples : Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

1°) f(x) = x®>vx sur]0; + o[

1
En posant u(x) = x? etv(x) =+vx ona uw(x) =2x etv'(x) = ﬁ On obtient
1 2xVx 2\/); 2 2% 2% xXV xxV x 2 4x2 + x* 5x2
PO = 2 R = 2 | 2 pecloch | 6 =
2/x 2/x 2Vx 2/x 2/x 2+/x 2Vx




2°) f(x) = (x®*+3x+1)(2x*+5x—1) surR

En posant u(x) = x3+3x+1 et v(x) =2x2+5x—1 ona

w(x) =3x*+3 etv'(x) = 4x+5

On obtient f’(x) = (3x? +3)(2x*+5x— 1) + (x* + 3x + 1)(4x + 5)

f'(x) = 6x* +15x% —3x% + 6x2 + 15x — 3 + 4x* + 12x% + 4x + 5x3 + 15x + 5
f'(x) = 10x* 4+ 20x3 + 15x2 + 34x + 2

La fonction dérivée peut-étre écrite sous sa forme développée ou factorisée selon le
contexte.

Démonstration :

Calculons le taux de variation de la fonction uv pour a € D
Pour tout h #0telquea+h e D

(uv)(a+h)—(uv)(@) _ u(a+h)v(a+h)—u(a)v(a)
h - h
En soustrayant et ajoutant u(a)v(a + h) au numérateur ce taux de variation s’écrit :

u(a + h)v(a + h) —u(a)v(a + h) + u(a)v(a + h) — u(a)v(a)
h

Ou encore :

v(a+h)(u(;1l+h)—u(a)) N u(a)(v(a;h)—v(a)) _ u(a+h’2—u(a) sa+h) + u@) v(a+h’)l—v(a)

Les fonctions u et v étant dérivables en a, lorsque h tend vers 0,

En admettant que lorsque h tend vers 0, v(a + h) tend vers v(a)

”(a%)_”@ v(a+h) + u(a) ”(a%)_”@ tend vers () v(a) + w(a) v'(a)

Donc le taux de variation de la fonction u v tend vers u'(a)v(a) + u(a)v'(a)

Pour tout a € D la fonction dérivée de la fonction uv est bien vv + uwv’

5) Inverse d'une fonction

1 1 ,
La fonction - définie par (%)(x) = - est dérivable sur I'ensemble D privé

desréelsouv(x)=0 (Dn{x|v(x)#0}) et sa dérivée est définie par:

(l)l(x) _ v'(x)

v ()2




Exemples

Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

—4
1°) f(x) = > SurR 2°) f(x) = NES sur]0; +o [
1
En posant u(x) = x2+7 ona w(x) = 2x En posant u(x) =Vx ona w(x) = Vx
On obtient f/(x) = —— ‘ﬁ— = 2
x) = i ’ =— X = =
(x2+7)2 On obtient f'(x) =—4 X V- W i

6) Quotient de deux fonctions

Loou u u(x) L.
La fonction > définie par (;) (x) = % est dérivable sur I'’ensemble D
privé des réels ol v(x) =0 (DN { x /v(x) # 0}) et sa dérivée est définie
par :

u)’ ' (v -u(x)v'(x))
( ) (x) - (w(x))?

v

Exemples

Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

3x+1 3 3
1°) fey = =5 sur]-o; c[ulci+®]

En posant u(x) =3x+1 etv(x) =5x—3 ona u(x) =3 etv'(x)=5

w(x) x v(x)—u(x)xv'(x)

fx) =

v?(x)
On obtient f(x) = 3(5x—3)-5(Gx+1)  -14
n obtient f'(x) = (5x—3)? ~ (5x-3)2
Joy o 2XPm3XHL 1.1
)f(x)_ 3x+1 SUF]-OO, 3[U] 3l+°°[

En posant u(x) =2x?-3x+1etv(x) =3x+1ona vw(x) =4x—3 etv'(x) =3

w(x) x v(x)-v' (x)x u(x)
v?(x)

fx) =

(4x-3)(3x+1)—-3(2x%-3x+1)  12x%+4x—-9x—3—6x2+9x—3
(3x+1)>2 h (3x+1)>2

On obtient f'(x) =

6x2+4x—6

F®= G2



Démonstration :

u 1
Le résultat s’obtient a I'aide des résultats du 5) et 6) en écrivant : S = X >
En effet avec cette écriture :

A 1y, 1 v’ ,ovoow' uv—ur’
—)J=ux—4+ux|—-) =ux—+ux(—)=u x— - =
v v v v v2 2 2 2

D’ou le résultat annoncé.

7) Composition de fonctions et dérivation
a) composition de fonction

Soit f une fonction définie sur un intervalle J et g une fonction définie sur
un intervalle I tel que pour tout réel x de I, g(x) appartient a J.

La fonction composée de g suivie de f est la fonction h définie sur I par
h(x) = f(g(x))

g f
x—gx)=X— f(X)

X fg(x)

Exemple :

Soit f la fonction définie sur J = [0 ;+oo[ par f(x) = Vx et g la fonction définie sur
J=[-2 ;4+w[ parg(x) =3x+6

e La fonction h composée de f suivie de g est la fonction h(x) = f(g(x)) = f3x +6) =V3x + 6

La fonction x — +/x est définie sur [0 ; +o[ et par conséquent x — +/3x + 6 est définie
lorsque 3x + 6 > 0 c’est-a-dire sur [-2 ;+oo]

e La fonction i composée de g suivie de f est la fonction i(x) = g(f(x)) = g(vx) =3Vx + 6
La fonction x — +/x est définie sur [0 ; +oo[ et par conséquent x — 3+/x + 6 est définie sur
[0 ; +oof

b. Dérivée de la composée avec une fonction affine

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle J et g une
fonction affine définie sur un intervalle I par g(x) = ax+ b avec a, b deux
réels tel que J est l'intervalle formé par les valeurs prises de ax + b
lorsque x décrit l'intervalle I.

Alors la fonction h composée de g suivie de f est dérivable sur I, alors la
fonction f définie sur I par

h:x+— f(ax + b) est dérivable sur I et on a pour toutréel xdeIona:
h'(x) = af'(ax + b)




Exemple : Reprenons I'exemple précédent :

Soit f la fonction définie sur J = [0 ; +oo[ par f(x) = Vx et g la fonction définie sur
J=[-2 ;+[ parg(x) = 3x + 6.La fonction h composée de f suivie de g est la fonction
h(x) = (f(g(x)) = f(3x + 6) = V3x + 6. La fonction x — vx est dérivable sur ]0 ; +oo[ ,par
conséquent 3x + 6 > 0 pour x > —2, h est donc dérivable sur ]-2 ;+o[ et sa dérivée est :

3
h’(X) = 3f’(3x + 6) = z\/ﬁ

8) Tableau récapitulatif

Si u et v sont deux fonctions dérivables sur I'ensemble D (D étant un intervalle ou une
réunion d’intervalles) et A est un nombre réel on a :

Fonction Dérivable sur Dérivée
u-+v D u+v
Au D AU
(ax + b)™ D na(ax + b)*1
1 u
” {x /ux)# 0} -
1
ax + b)) na
( ) {x / u(x) # 0} _(ax+ b)n+1
uv D uv+uv
e {x /v(x) # 0} wv—uv
v 2
a
vax+ b {x /ax+b>0} m




V) Sens de variation d’une fonction et extremum loca

1) Signe de f’ et variation de

e f est croissante sur I si et seulement si pour tout réel xde I, f'(x) >0
e f est décroissante sur I si et seulement si pour tout réel xde I, f(x)<0

e f est constante sur I si et seulement si pour tout réel xde I, f'(x) =0

2) Extremum locaux

Si le fonction dérivée f’ s’annule en a en changeant de signe de part et
d’autre de a, alors f admet un extremum local en a :

X a X a
Signe de f'(x) + 0 - Signe de f'(x) - 0 +
Variation de f f(a) Variation de f
W @
f(a) est un maximum local f(a) est un minimum local

Exemple : Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x* — 4

Sa dérivée est f(x) = 2x et f'(x) = 0 si et seulement si 2x =0 si et seulement si x =0
De plus 2x = 0 si et seulement si x > 0 et 2x < 0 si et seulement si x <0
En résumé f'(0) =0etsix>0f(x)>0etsix<0 f'(x)<0et f(0)=0%2—-4=—4

—4 est bien un extremum local, c’est un minimum

X 0

(%) - 0 +

) \_4 /'

Autre exemple : Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x> -1

f'(x) = 3x* f'(x) = 0 si et seulement si 3x* =0 si et seulement si x = 0 mais f'(x) ne
change pas de signe (un carré étant toujours positif donc sans ce cas f(0) n’est pas un
extremum.

X 0

f(x) + ( +

e o




3) Etude de variations d’une fonction

Pour étudier les variations d’une fonction :

1. Calcul de la fonction dérivée f' de f
2. Etude du signe de la dérivée ' sur I

3. Construction du tableau de variations

x Intervalle de définition de f: I
Signe de f'(x) Signes
Variations de Variations et extremum locaux
f
x+5

Exemple : Etudier les variations de la fonction définie sur R par f(x) = i

1. Calcul de la fonction dérivée de f :

u(x) =x+5 u'(x)=1
() = 22 + 11 70 = 2% ) = w(x) x U(J;)z:;)(x)xv (x)

] 1(x%+11)—2x(x+5) x%2+11-2x%2-10x —x%-10x + 11
On obtient f'(x) = = flix)=————

(x2+11)? (x2+11)? (x2+11)?

2. Etude du signe de f'(x) .Le dénominateur est toujours positif, le signe de f’ dépend de

celui de —x2 — 10x + 11. A=(-10)2—4x(-1) x 11 =144 >0
—x?—10x + 11 a deux racines :x; = 10-_¢2m et x, = 1°+_V2m
10-12 10+12
X, = et Xy =

-2
X1 = 1 etx2=—11

On obtient le tableau de signe :

x -00 -11 1 +co
—x?—10x + 11 - 0 + 0 -
x?+11 + + +
() - 0 + 0 -

3. On obtient le tableau de variation :

x -00 -11 1 +0o0 f(—11) — —-11+5 — —-11+5 — —_6= —_1
(-11)%+11  (-11)*+11 132 22

145 145 6 1

f'(x) - 0 + 0 - f) = 12411 12411 12 2

£ 2 ;—21 est un minimum local de f et
1 / \ %est un maximum local de f




