Définition du produit scalaire

I) Norme d’un vecteur :
1) Définition :

Soit 7 un vecteur, A et B deux points tel que i = 4B.
On appelle norme de i, noté || u ||, la distance AB.
l#ll = | AB| = AB

Lorsque || u || = 1, on dit que le vecteur est unitaire.

2) Propriétés:

Dans un repére orthonormé, le vecteur u a pour coordonnées (x ; y).

Dans ce cas :

o |ull = x*+y°

e Pour tout réel 4, et tout vecteur u alors |[AuU]|| = A x| u ]|

Démonstration :

e Dans un repére orthonormé, d’origine O, le vecteur i@ a pour coordonnées (x ; y).

Dans ce repére, M est le point tel que 0M = .

M a aussi pour coordonnées (x ; y)

7] =O0M=(x=0)7+(y—0)? = x*+y?
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e Pour tout réel 1, le vecteur 11 a pour coordonnées (Ax ; Ay).

De ce fait : |23 || = VA2 + ()2 = (22 +92) =22 x 2+ 92 = A x 2+ ¥ = A x || @ |



Exemple :
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II1) Définition du

roduit scalaire :

1) Définition :

ii=AB et v = AC

u.v
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<

Si u et ¥ sont deux vecteurs non nuls, et A, B et C trois points tel que

Le produit scalaire des vecteurs u et ¥, noté i . v est le nombre :
=0 si lI'un des vecteurs 1 et v est nul
v = ||lu|| x ||[¥]| x cos (BAC) = AB x AC x cos (BAC) dans les autres cas.

Remarque :

—

Par convention : u’. u est noté 12, ainsi u . U = u2 =12

2) Exemples

Exemple 1 : ABC est un triangle équilatéral dont la longueur des c6tés est de 5 cm.

Calculer 4B . AC.
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Exemple 2 : Déterminer le produit scalaire des deux vecteurs u et v tracés ci-dessous :
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Les coordonnées du vecteur u sont : 1 (5 ; 3)
Les coordonnées du vecteur v sont : v (10 ; 6)

%] =5+32=25+9 =34 I = V3%
|12 =10%+6*> = 100 + 36 = 136 % = V136
v=2X1u

Donc les vecteurs u et v sont colinéaires et de méme sens donc le cosinus de I'angle
formé par les 2 vecteurs est égal a 1

Donc 4 . v = ||@]| x ||¥]| = V34 x V136 = V4624 = 68.

Exemple 3 : Dans un triangle ASM, AS=10, AM=5 et |'angle SAM = 120°.

Calculer : AS.AM et SA.AM

AS.AM = ||AS|| x ||AM|| x cos(SAM) =10 x 5 x cos (SAM) =50 x cos ( 120°)=-0,5 X 50 = —25

SA.AM = —AS.AM = —(—25) = 25



3) Produit scalaire et projeté orthogonal :
a) Projeté orthogonal:

(d) est une droite et M un point du plan.

Le projeté orthogonal de M sur la droite (d) est le point H
intersection de la perpendiculaire a (d) passant par le point M et
de (d).

b) Propriété

Soit A, B et C trois points du plan( A et B non confondus)
Soit H est le projeté orthogonal du point C sur la droite (AB).
Si BAC <§ ( angle aigu) alors Si BAC >§ ( angle obtus) alors
AB . AC = AB x AH AB . AC = —AB x AH
C
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Remarques :
L'angle AOB est aigu L’angle A0B est droit L'angle A0B est obtus

0 H A H=0

0A. OB = 0A x OH 0A.0B =




Exemple :

A B

AB=4, Déterminer, en utilisant le graphique, 4B. AC ; AB. CE et AB".AD
Soit H le projeté orthogonal de C sur la droite (AB)
Soit M le projeté orthogonal de D sur la droite (AB)

On trace le vecteur égal & CE passant par A et le projeté orthogonal N de I'extrémité de ce
vecteur sur la droite (AB)

AB . AC=ABXxAH =4x3 =12
AB. CE=ABXAN=4x2=38

AB.AD = —AB X AM = —4 x 2 = —8

IV) Cas particuliers
1) Vecteurs colinéaires

Propriété :

Soient u et ¥ deux vecteurs colinéaires.
Si u et ¥ sont dans le méme sens alors u.v = ||| x ||Y]|

Si u et ¥ sont dans le sens opposé alors u.v = — |[u]| x ||Y||




Démonstration :

Si U et ¥ deux vecteurs colinéaires de méme sens alors 4.4 = |[u]| x ||#]| X cos(0°) =
lz]l x ||#]| car cos(0) =1
- v

— N

u v

Si i et ¥ deux vecteurs colinéaires de sens opposés alors

u.v = |||l x ||¥]| X cos(m) I'angle formé par les vecteurs 4 et ¥ mesure 180° soit = radians
Or cos(m) = —1 donc
uv

= ||zl x 7]l x cos(m) = — ||ull x || 7]l
T radians
- m _
— —
u v %

2) Vecteurs orthogonaux

a. Définition :

On dit que deux vecteurs non nuls i = 4B et ¥ = CD sont orthogonaux lorsque
les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires.

Par convention le vecteur nul est orthogonal a tout vecteur.
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b. Propriéteé :

Pour tout vecteurs u et v du plan :

u et v sont vecteurs orthogonaux si et seulement si u.v = 0.




Démonstration :

Si 1 ou ¥ est nul I’équivalence est évidente.

Si % et ¥ ne sont pas nuls : soient A, B et C trois points distincts tel que % = 4B et % = AC
.7 = 0 si et seulement si 4B. AC = 0 si et seulement si 4B x AC x cos (BAC) = 0

si et seulement si cos (BAC) = 0 puisque les vecteurs 1 et ¢ ne sont pas nuls et donc A
distinct de B et A distinct de C

cos (BAC) = 0 si et seulement siBAC est droit

3) Carré scalaire

Définition :

Soit u un vecteur. Le carré scalaire de u noté u? est le nombre u?> =u.u

—

Par conséquent : u? = ||ul|?

IIT) Propriétés du produit scalaire
1) Propriété de symétrie du produit scalaire

Pour tout vecteuru etv,ona:uv=v.u

Démonstration : On suppose que u et ¥ sont non nuls (démonstration évidente dans la cas
contraire).

u.v = |[ull x [|1U]| X cos(u; V)
= 17l x I[ull X cos(ui ; v)
511 IIE@ll  cos(=(¥; W)
191l % Il % cos(¥; )

- —
v.u

2) Produit scalaire et opérations

Pour tout vecteur i, vet w,ona:

u@+w) =uv+uw

u. (kv) = ku.v, avec k un nombre réel.




Exemple : ABCD est un carré. I est le milieu de [AB] et J le milieu de [CD]

Calculer 4f - BI

— B AJ-Bl = (AD +- D)) .BI =

| A 4] -Bl = 4D.BI + DJ.BI =
3’4’ AD x Al + (—DJ X AB) =
1+ \ ABX D] —DJxAB = 0
\\ car AD = AB et Al = BJ

\
H \# H Les droites (AJ) et (BI) sont perpendiculaires.
D J C

3) Produit scalaire et identités remarquables

Pour tout vecteur i et von a:
(U +v)2 = |[u+9|2=u%+2u. v + V% = ||[ul|?> + 2u.v + |[V]|?
(u-7)2 = |[u—-v|2=u?-2u.v+v* = ||[ul|> - 2u.v + ||v||?

(d + ). @ - 9) = u? - 9*=|ull? - |92

Exemple : i et v sont deux vecteurs tel que ||u||=3||[?||=2 et u.v =-2.

Calculer (u + v)2; (u-v)2et (U + v). (W - V)

@+ D)2 =|[dlP+20. 5+ B2 =32+2x (=2) +22=9—4+4=9
(W -9)2=|all?—20. 5+ 1812 =32 —2x (=2) +22 =9+ 4+ 4 =17
@+ 7). @-d)=gl?=plI>?=32-22=9-4=5

IV) Autres expressions du produit scalaire

1) Produit scalaire dans un repéere orthonormé

Propriété 1 :

Dans un repeéere (O, 7, j ), si deux vecteurs u et ¥ ont pour coordonnées
respectives (x; y) et (x’; y'),alors: u.v = xx" + yy'.

Exemple 1 : Dans un repéere (O, 7, J ), les vecteurs 4 et ¥ ont pour coordonnées
respectives (—2; 5) et (3; 1). Calculons leur produit scalaire.
U.v=(-2)x3+5x1=-6+5=-1

On obtient donc :

u.v=-1



Exemple 2 : Soit A, B, C et D quatre points du plan dont les coordonnées sont :
A(-1;2),B(5;0); C(3;4) et D(6 ;13).

Montrer que les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires

AB (;i :;j) si et seulement si : E((S) * %) si et seulement si ﬁ(fz)
cD (;z _ ;ﬁ) si et seulement si : 5(163__34) si et seulement si ﬁ)’(g)

AB.CD=6x3+(-2)x9=18-18=10
Les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires.

3
5

li]|? = 32 + 52 = 9 + 25 = 34

1512 = 52 + (=2)2 = 25+ 4 = 29

#.5=3x5+5x%x(-2)=15-10=5

Donc (i + v)2 = ||ull?+2u. v+ ||¥|>°=34+2%x5+29=34+10+29 =73

3) Produit scalaire et norme

Propriéteé :

Exemple 3 : ﬁ( ) et 1?(_52) Calculer (u + v)2

Pour tout vecteur i et von a:

1
W= (Il + vz =1l —1511)

<l
!

1 - - - -
5 lall® + {[2l* = [l - w[%

Démonstration :
On sait que (||u + 7]12= ||ull]?> + 24 . ¥ + || D]|?
Donc 2u.7 = [u + v|[2—|lull* - ||7]|* donc @5 = %(Ilﬁ + 912 =[ldll* =I911%)
De méme on sait que :
I —?)|12 = ||ull> — 24.7 + ||#]|* donc
=249 = ||u - 9|12 —|lull* - [|19]?
0.9 = Z(Ial? + 1311 - Il - B12)
Conséquence : Soient A, B et C trois points, 4B . 4C =~ (||4B||" + |JAC| - ||4B - 4c||2
AB . AC = (AB? + AC* - ||AB + CA||2=  (AB® + AC* — ||CA + AB||2 = 5 (AB? + AC* — ||CB||?) =
AB . AC = ~(AB? + AC* - CB?)
Exemple : A, B et C est un triangle tel que AB = 4 cm ; AC=6 cm et BC=7 cm
1) Tracer la figure
2) Exprimer 4B . BC en fonction de AB, BC et AC.

3) en déduire la valeur de 4B . BC



Correction :
1)

4 cm 6 cm

7 cm

—_—

N 1 — — — 2 — 2
2) AB .BC = E(||AB+BC||2—||AB|| —||BC||H
=3 1

AB.BC="-:
2

AB . AC = 5 (AC? — AB* - BC?)

— — 2 — 2
(laci>~[laB]|" - lIB<1

3) AB.AC = 5 (6% — 4% — 7%)= - (36 — 16 — 49)= —145

—_—

AB . AC = —14,5

V) Caractérisation d’'un cercle par le produit scalaire
1) Transformation de I’expression MA - MB

Soient A et B deux point du plan, I milieu du segment [AB],
pour tout point M du planon a:

R 1
MA - MB = MI? —ZABZ

Démonstration : MA - MB = (MI +- IA).(MI+1B) = MI%> + MI.IB+IA. MI.+ IA.1B

Or IA=—IB doncMA - MB = MI? + MI.1B — IB. M.+ TA.1B = MI? + TA.1B
Dep]usﬁz%el‘ Ei:—% doncMA-MB = MI? + S AB.(—5AB) = MI? — - AB?



2) Ensemble des points du plan tel que MA - MB = 0

L’ensemble des points M du plan tel que M4 - MB = 0 est le cercle de diamétre
[AB].

Démonstration :

MA - MB = 0si et seulement si : MI% — %ABZ:O si et seulement si MI? — (12AB)2=0
Si et seulement si M12=12AB2 (les distances étant des nombres positifs)

M12=%AB2 si et seulement si : MI=%AB si et seulement si : M appartient au cercle de
diametre [AB].

VI) formule d’Al-Kashiv ( ou théoreme de Pythagore
généralisé)

Soit ABC un triangle alorson a:

BC? = AB? + AC? — 2AB x AC X cos (BAC)

En posanta=BC; b=ACetc=AB alorson a
a’=b?>+c*—2cbcosA de mémeona:

b* =a?+c* —2cacos B

¢ =a?+ b%—-2abcos C

Remarques :

- Ce théoréme permet de déterminer les mesures d'un angle d’un triangle connaissant la
longueur des trois cOtés, ou de calculer la longueur d’un c6té a partir de la longueur des
deux autres coOtés ainsi que son angle opposé.

- Lorsque A =90° on retrouve le théoréme de Pythagore : a? = b? + ¢? car cos(90°) =0
Démonstration exigible :

BC2=(BA + AC)” = (AC — BA)2=AC? — 2AC. BA+ BA? = AC? + AB? — 2AB x AC x cos(BAC)
Exemple 1 : ABC est un triangle tel que AB=3 BC=5et AC=7

Déterminer une valeur approchée de I'angle BAC :

BC? = AB% + AC?* — 2AB x AC X cos(BAC)

52 =324+72-2x3x7xcos(BAC)

25 =9 + 49 — 42 x cos(BAC) donc 25 = 58 — 42 x cos(BAC)

25-58 33 11 __ e N iy eaz s
=—=— donc BAC ~ 38° arrondi a l'unité pres.
—-42 42 14

cos(BAC) =

Exemple 2 : ABC est un triangle tel que AB=5 cm ; BC = 6 cm et (BAC) = 40°.
Déterminer la valeur de AC arrondi au dixiéme.

AC? = AB* + BC* — 2AB X BC % cos(ABC) donc AC? =524 6% —2 X 5x 6 X cos(40°) ~ 15 cm

AC mesure environ 15 cm arrondi au dixiéme preés.



