Trigonomeétrie

I) Cercle trigonométrique. Longueur d’arc. Le radian
1) Cercle trigonométrique

Définition :

Le cercle trigonométrique de centre O est un cercle qui a pour rayon 1 et
qui est muni d’un sens direct : le sens inverse des aiguilles d’'une montre.
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Le point J est placé pour que 0] soit
positif comme sur la figure ci-contre.
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Remarque : L'arc’1J inclus dans le secteur angulaire saillant 70] (colorié en violet) est
parcouru dans le sens positif.

Le sens positif du cercle trigonométrique correspond au sens de rotation de la terre.

2) Lonqueur d'un arc de cercle

La longueur d'un cercle de rayon R est égale a 2nR .
Or le cercle trigonométrique a pour rayon 1 donc sa longueur est 2.

. Y3
Son demi-cercle a pour longueur © et son quart de cercle >

Ainsi tout point M du cercle trigonométrique peut-étre défini par la
longueur de I'arc’IM.

La longueur d'un arc de cercle et la mesure en degré de I’angle au centre
qui l'intercepte sont proportionnelles :

Mesure de I'angle au 360 180 90 45 0
centre (en degré)
Longueur de l'arc 21 15 T [ (0]
intercepté 2 4

Ce tableau se démontre facilement : La longueur de I'arc intercepté étant proportionnelle a
la mesure de l'angle.



3) Le radian

Soit C un cercle trigohométrique de centre O dans un repere (0 ; I; J).

Le radian (symbole : rad) est la mesure d’un angle au centre qui intercepte
sur le cercle C un arc de longueur 1.

Explication :

1 radian

Remarque : Un angle de 1 radian a pour mesure en degré environ 57,3° : = 57,3°

Exemple :

\
J M

Sur le cercle trigonométrique : L'angle 0]
T
mesure 90° mais aussi E radians




4) Correspondance degrés et radians

Ainsi, a 2m radians (tour complet), on fait correspondre un angle de 360°. Par
proportionnalité, on obtient les correspondances suivantes :

Angle en 0° 30° |45° | 60° |90° |180° | 360°
degré

Angle en 0 n n T T T 2
radian 6 4 3 2

Démonstration pour 30° :

Angle en degré | 30° 360°

Angle en radian ? 27

La longueur du cercle de rayon 1 est 2r et cela correspond a un angle au centre de mesure
360°

Pour connaitre la longueur en radian d’un angle de 30° :

2mx30 2X307
360 30X6X2

Y
6
On fait de méme pour les autres angles.

. . 180
Remarque : Un angle de 1 radian a pour mesure en degré environ 57,3° : gl 57,3°

II) Enroulement de la droite des réels sur le cercle
trigonométrique.

1) Enroulement de la droite sur le cercle trigonométrique

Définition :

m ¢ Soit (¢#) le cercle trigonométrique et (d) la
A 1la tangente en I a ce cercle (voir la figure ci-contre).

e On munit (d) d’un repére (I,TA’) ol IA' = 7 . Le
j 1 rayon de ce cercle (qui, dans notre cas est 1) est
aussi I'unité de longueur sur la droite (d). Cela

permet de graduer la droite (d), puis le cercle (¢).

1 radian

La graduation de A’ est donc 1. Il lui
correspond, par enroulement sur le cercle
le point A : par conséquent l'arc fA mesure
aussi 1 unité (qui est le rayon du cercle)

Par définition, I'angle 704 a pour mesure 1
(d) radian.
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En enroulant cette droite (d) autour
du cercle (¢) nous obtenons aussi une
correspondance entre le point M’ de la
droite (d) et un unique point M du
cercle (¢), de la méme maniére le
point N’ de la droite (d) se superpose
au point N et ainsi de suite......

Placons le point B’ sur la droite (d) de
graduation 2. A'B’ est donc aussi égal
al

(IA"=A'B’ = 1) et toujours par
enroulement de la droite (d) autour du
cercle , I'angle A0B mesure aussi 1
radian.




2) Angles de référence en radian :

IIT) Cosinus et sinus d’'un nombre réel

1) Cosinus, sinus et cercle trigonométrique

Soit x un nombre réel. On considére le cercle trigonométrique (¢) et la tangente (d) en 1. On
munit (d) d’un repére (I ;). (voir figure ci-dessous)
Par enroulement de la droite (d) sur le cercle (¢), M'(1 ; x) a pour image M.

Définition :

Les coordonnées du point M sont : (cosx ; sinx)
Les cosinus de x noté cos x est I'abscisse du point M.
Le sinus de x noté sin x est I'ordonnée du point M.

On peut aussi écrire OM = cos x T + sinx ]




Exemples :

7-[ 7
Le nombre > a pour image le point J de coordonnees

Vs
(0 ; 1) donc cos > =0etsin—=1

N

Le nombre m a pour image le point K de coordonnées
(-1;0)donccost=-1letsint =0

2) Propriétés :

Pour tout nombre réel x et tout nombre entier relatif k :
e-1<cosx<1 -1 <sinx<1
® cos (x + 2km) = cosx sin (x + 2km) = sinx

@ cos2x +sin2x=1

Démonstration :

e Le périmétre du cercle étant 2« , k tours du cercle correspondent 2k« on a donc :
x'=x+2kmw (keZ). Donc cos (x + 2kmw ) = cos x et sin (x + 2kmw ) = sin x

Soit M (x ; y), dans le triangle OMA rectangle
en A, on applique le théoréme de Pythagore :
OM2 = OA2 + AM2

AM = OE = sin x

OA = cos x

OM = 1 car sa mesure est le rayon du cercle
(@) on obtient donc :

1 =cos2x + sin2x

e Commecos2x +sin2x=1alors-1<cosx<let-1<sinx<1

Autre explication : comme cos x et sin x sont les abscisses et les ordonnées
de tout point du cercle trigonométrique alors -1 <cosx<let -1 <sinx <1



3) Lien avec la trigonométrie du triangle rectangle

Cette définition permet de définir le cos x et

le sin x pour tout nombre réel x . Elle est
cohérente et prolonge la définition donnée dans
un triangle rectangle pour le cos x et le sin x d'un
angle aigu.

Ainsi lorsque I'angle I0OM est aigu, a partir du
triangle OMA rectangleen Aon a:

J— — 0A 0A
cos IOM = cos AOM =oM- 1 = 0OA = cos x et
1
I . __ AM AM .
sin IOM = sin AOM=—=—=AM = sIn x
oM 1
4) Tableau des valeurs a connaitre
di 0 T b4 T T
x (radians) % 2 3 > /4
1
cos x 1 V3 V2 1 0 1
2 2 2
1
sinx 0 — E E 1 0
2 2 2

Démonstrations :

e Pour I'angle 0 : Le nombre 0 est associé au point (1 ; 0) donccos 0 =1 etsin0 =20

3
e Pour l'angle 1

sin(AOH)

45° [

© cos(m) H i

I . , N
La mesure " radian est egale a la mesure
de 45°

Comme OHA = 90° alors

HAO = 180 — (90 + 45) = 45°

sin\AOH) AOH = HAOD = 45°

De plus OH = cos AOH et HA = sin AOH

Le triangle OHA est isocele et rectangle
enH:

Donc OH = HA donc cos A0OH= sin AOH
Or sin2 A0H+ cos? AOH=1 donc

2 cos? A0H=1
1 1 A2
cos? AOH= — donc cosAOH = ——= = — et
2 V2 o2
1 A2
sin AOH = ——= = —
V2 2



3
e Pour I'angle ~ : i ] .
3 La mesure 3 radian est égale a la

mesure de 60°

De plus on sait que OA = OB = 1, donc
OAB est un triangle équilatéral. Sa
hauteur issue de A, [AH] est aussi la
sin(AQH médiane et la médiatrice donc [AH]
coupe [OB] en son milieu

sin(AOH)

= cos AOH

B Donc OH = —
2
T 1
Donccos — = —
3 2

T . T
De plus cos? 3 +sm2§ =1

12 T )
24 *_
(2) sm3

1 3 _r_ 3
3 Z—4doncsm§— >

Exemples : On considére un repéere orthonormé (O, I, J) et le cercle trigonométrique (¢) de
centre 0.

i . e L, , 21
1. a. Placer le point du cercle trigonométrique associé au reel 3

b. En utilisant le tableau des valeurs remarquables, déterminer les valeurs exactes du
cosinus et du sinus de ce réel.
. . - . P 3
2.a. Placer le point du cercle trigonometrique associé au reel -7

b. En utilisant le tableau des valeurs remarquables, déterminer les valeurs exactes du
cosinus et du sinus de ce réel.

1.

21
a. Soit A le point de (¢) associé au réel 5

2T T .
Comme 3 = 2 X 3 Org correspond a un

2T .
angle de 60° donc P’y correspond a un angle de

120° dans le sens direct.



C

b. Nous savons que :

N R
)
~
<
>
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T
cos — =
3
Nous observons que le point A est le
Vs
symétrique du point de (¢) associé a 3 par
rapport a I'axe des ordonnées.

Les points ont donc des abscisses opposées
et des ordonnées égales. Par conséquent :

—-3m
a. Soit B le point de (¢) associé au réel -

-3 T T .
Comme > - -3 X 2 OrZ correspond a un

—-3m
angle de 45° donc ~ correspond a un angle de
135° dans le sens indirect.

b. Nous savons que :

V2 [
cos Z = = etsin =¥2
4 2 4 2

Nous observons que le point B est le

Y
symétrique du point de (¢) associé a 2 par
rapport a l'origine O du repére.

Les points ont donc des abscisses et des
ordonnées opposées. Par conséquent :



5) Formules trigonométriques

Propriété :

sinx f-----

® cos (—x) = cos x

® sin (—x) = —-sinx

M et N ont la méme abscisse et les
ordonnées opposées par symétrie par
rapport a I'axe des abscisses.

IV) Fonctions trigonométriques

1) Définitions

e La fonction cosinus, notée cos, est définie sur R par x — cos x

e La fonction sinus, notée sin, est définie sur R par x — sin x

Le parcours d’un point sur le cercle trigonométrique, permet de construire, point par point,
les courbes représentatives des fonctions cosinus et sinus :

2) Propriétés sur la parité des fonctions sinus et cosinus

e La fonction cosinus est paire :
Pour tout x appartenant a R, cos (—x) = cos x.
e La fonction sinus est impaire :

Pour tout x appartenant a R, sin (—x) =-sinx

En effet, pour tout nombre réel x , les points associés a x cet —x sur le cercle
trigonométrique sont symétriques par rapport a I'axe des abscisses. Ils ont donc la méme
abscisse et I'ordonnée opposée.

..............

sin x




3) Propriété sur la périodicité des fonctions sinus et cosinus

Les fonctions cosinus et sinus sont périodiques de période 2.

En effet, En effet, pour tout nombre réel x , les points du cercle trigonométrique associés a

x eta x4+ 2m sont confondus.

4) Tableau de variation et courbe représentative des fonctions

sinus et cosinus

La fonctions x — cos x est périodique de
période 2m, de plus elle est paire donc
symétrique par rapport a I'axe des
ordonnées il suffit donc d’étudier cette
fonction sur l'intervalle [O, 7] le reste de
la courbe se déduisant par symétrie.

La fonctions x — sin x est périodique de
période 2m, de plus elle est impaire donc
symétrique par rapport a l'origine O du
repere, il suffit donc d’étudier cette
fonction sur l'intervalle [O, =] le reste de
la courbe se déduisant par symétrie.

X 0 T




