Calcul d'une intégrale
I) Rappel des formules des primitives d’une fonction

a. Primitives des fonctions usuelles : soit ¢ un réel quelconque :

f est définie sur I par Les primitives de f sur | L'intervalle I =
f(x) = I sont définies par:
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b. Primitives et opérations sur les fonctions :

Propriétés de linéarité :

Soit F et G des primitives respectives des fonctions f et g sur un
intervalle I alors :

e F + G est une primitive de la fonctionf + g sur [ ;

e Pour tout réel k, kF est une primitive de la fonction kf sur I.

Exemples :
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e Les primitives de f(x) = 3x? sont F(x)=3%+k=x3 +k, keER

e Les primitives de f(x) = —x3—2 + ;— 2x sontsur]0 ; 4o :
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F(x)=; +5In(x)— x>+ k, k € R

Primitives et composées de fonctions

Soit u une fonction définie et dérivable sur un intervalle I.

Fonction f Primitives de f sur I Condition sur u
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Exemples :

Pour chaque fonction f, déterminer ses primitives et en déduire une primitive sur l'intervalle I.

3x
a) f) =x*(x*-1)°;  1=R; b) f) === 1=11; +ol.
x —
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Of(x)= 22’ [=1]2; 4of; d) f(x) =~z €% I=1]0; +oof.
Réponses :
a) f(x) = x2(x3 - 1)5 en utilisant la formule w'u™ avec u(x) = x3 — 1 et u'(x) = 3x* on
3x2(x3—1)5
obtient : f(x) = —  t c
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c) f(x) = 2-a en utilisant la formule : avec u(x) = x2 —4 etu'(x) = 2x
1 2x .
f(x) = > x2_4on obtient :
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d) f(x) = —% ex en utilisant la formule u'e® avec u(x) = % et ulx) = —% on obtient :
1
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II) Primitive d’une fonction continue :

1) Théoreme :

Si f est une fonction continue sur un intervalle I et si a est un réel de
I'intervalle I alors la fonction F définie sur I par F(x) = ftff(x)dx
est I'unique primitive de f sur I s’annulant en a.

Exemples :

Exemple 1 : Soit F la fonction définie sur R par F(x) = f;c t21+1

Déterminer le sens de variation de F sur R.



Réponse :
1
x2+1

D’aprés ce qui précede F est I'unique primitive de f(x) =

Donc F'(x) = L

x2+1
croissante sur R

Exemple 2 : Soit F la fonction définie sur [1; +o [ par F(x) = flx%d t
Déterminer le sens de variation de F sur [1; +o [

Réponse :
F est I'unique primitive def (x) =§ quis‘annuleenx =1

1
Donc F'(x) = < et F'(1) = 0 donc F'(x) =0 sur[1; +o[ et de ce fait

F est strictement croissante sur [1; +oo [

Remarque F (x) = In(x)

Preuve :
Cas ol f est une fonction continue et croissante sur I.

Soit x un réel de I et soit h tel que xy+ h appartienne a I.

fGdx - [7° f(x)dx
f(x)dx + fx(z f(x)dx

\ . h
D’apres la relation de Chasles on a F(xy+ h) - F(xg) = f;°+
0

Ona F(xy+ h)-F(xy) = fx°+h

a

F(xo+ h) - F(xo) = [°*"
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f(x)dx
e Si h > 0, la fonction f étant croissante, pour tout x € [xy; xo + h], ona:

flxo) <f(x)<f(xo + h)
D’aprés l'inégalité de la moyenne, on a :

F(XO +h)—F(x0)

f(xo) < N <f(xo + R)

e Si h < 0, la fonction f étant croissante, pour tout x € [xy; xo + h], ona:

f(xo + h) <f(x) < f(x0)

D’aprés l'inégalité de la moyenne, on a :

F(x0+h)—F(x0)

f(xg+h)<
La fonction f est continue en x gdonc
lim fCxo + h) = f (%)

< f (%)

\ — . F(xo+h)—F(xo)
Donc d'apres le théoreme des gendarmes, on a :}11m h
-0

= f (o)

Donc la fonction F est dérivable en x, et F'(xy) = f(xp).

Donc F est dérivable sur [ et ' = f. F est une primitive de f sur I.

qui s‘annuleenx =0

et F’(0) = 0 donc F'(x) =0 sur R et de ce fait F est strictement



OnaF(a)= f;f(x)dx = 0. F est donc l'unique primitive de f qui s’annule en a.

On peut faire une démonstration équivalente lorsque f est continue et décroissante
surl

IIT) Intégrales et primitives :

Propriété :

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a et b sont deux réels de I.
Soit F une primitive de f sur 1. Ona [ f(x)dx = [F(x)]} = F(b) - F(a)

Exemples :

Exemple 1 : Calculer [ = ff x3dx

Réponse :

I e

1
Exemple 2 : Calculer | =fle;1n(x) dx

Réponse :
On calcule la primitive de %ln(x)

on a w'(x) x u(x) avec u(x) = In (x) dont la primitive est % soit L)

F@) =@ Letry=0 9

J = E (ln(x))z]i3 =--0=_donc/ =+

Démonstration de la propriété :

Soient F la primitive de f qui s’annule en a, on a f:f(x)dx = F(b)
or F(a) = 0 donc [, f(x)dx = F(b) - F(a).

Si G est une autre primitive de f alors il existe un réel k tel que :
G(x) = F(x) + k pour tout x € 1.

Donc G(b) - G(a) = (F(b) + k) - (F(a) + k) =F(b) - F(a).
Donc on a aussi f:f(x)dx = G(b) - G(a).



