
Continuité d’une fonction,  

Théorème des valeurs intermédiaires et son 
corollaire. 

I) Notion de continuité  

1) Définition  

On dit qu’une fonction est continue sur un intervalle I lorsque le tracé de 
sa courbe représentative sur l’intervalle I se fait sans lever le crayon. 

Exemples :  

𝑓 est une fonction définie sur l’intervalle I = [ – 2 ; 3 ] dont la courbe (𝒞𝑓) est 

représentée ci-dessous : 

  

Cette courbe se trace sans lever le crayon sur I donc la fonction 𝑓 est continue 

sur I. 

  



𝑔 est une fonction définie sur l’intervalle I = [– 2 ; 4] dont la courbe ( 𝒞𝑔 ) est 

représentée ci-dessous : 

 

Cette courbe ne peut pas être tracée sans lever le crayon au point d’abscisse 1 donc la 

fonction 𝑔 n’est pas continue sur I. (par contre elle est continue sur les intervalles  

[– 2 ;1] et ]1 ; 4]) 

Remarques sur la continuité: 

● Si une fonction 𝑓 est continue sur un intervalle I, elle est continue en chaque 

point de cet intervalle. 

● Dire qu’une fonction 𝑓 est continue en 𝑎 signifie que 𝑓 a une limite finie en 𝑎 

telle que lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) 

2) Lien entre dérivabilité et continuité  

Si une fonction 𝒇 est dérivable sur un intervalle I, alors elle est continue 

sur cet intervalle. 

Attention la réciproque est fausse comme l’illustre l’exemple ci-dessous où la 

fonction 𝑓 est continue sur l’intervalle [– 1 ; 3] (en effet on peut tracer sa courbe sans 

lever le crayon) mais non dérivable au point d’abscisse 2 (la courbe n’admet pas de 

tangente en ce point). 



 

II) Continuité des fonctions usuelles 

1) Propriété (admise)   

● Les fonctions polynômes, rationnelles, valeur absolue, racine carrée 
ainsi que les fonctions trigonométriques  sont continues sur tout intervalle 
sur lequel elles sont définies. 

● La somme, le produit, le quotient et la composée de fonctions continues 
sont continues. 

Exemples : 

1.La fonction 𝑓 définie pour tout 𝑥 réel ( 𝑥 ≠ 
5

3
 ) par 𝑓(𝑥) =  

𝑥2+2𝑥+5

3𝑥−5 
 est continue sur les 

intervalles ] − ∞ ; 
5

3
 [ et ] 

5

3
 ; + ∞ [ où elle est définie. 

(en effet c’est le quotient de deux polynômes continus sur ℝ et 3𝑥 –  5 est non nul sur ces 

intervalles). 

2. La fonction 𝑔 définie sur I = ] − ∞ ; 6 [ par 𝑔(𝑥) =  √6 − 𝑥 est continue sur I comme 

racine carrée d’une fonction continue et positive sur I. 

Remarque : 

Par convention, une flèche inclinée dans un tableau de variations d’une fonction indique 

que celle-ci est continue et strictement croissante (ou décroissante) sur l’intervalle 

considéré. 

  



Exemple :  

Dans le tableau de variation ci-dessous la fonction f est continue et strictement 

décroissante sur l’intervalle ] – ∞ ; 3 ] et continue et strictement croissante sur 

l’intervalle [ 3 ; 7 ] 

𝑥  - ∞ 3 7 

 
𝑓(𝑥) 

2 4 

 
– 5 

III) Théorème des valeurs intermédiaires  

1) Théorème 1 (admis) 

Soit 𝒇 une fonction continue sur un intervalle [𝒂 ; 𝒃]. 

Pour tout réel 𝒌 compris entre 𝒇(𝒂) et 𝒇(𝒃) il existe au moins un réel 𝒄 de 

l’intervalle [𝒂 ; 𝒃] tel que 𝒇(𝒄)  =  𝒌. 

Autrement dit l’équation 𝒇(𝒙)  =  𝒌 admet au moins une solution 

appartenant à l’intervalle [𝒂 ; 𝒃]. 

Illustration : 

 

Remarque : Comme le montre la figure ci-dessus le nombre 𝑐 n’est pas nécessairement 

unique (ici il y aurait trois valeurs). 

  



2) Corollaire du théorème des valeurs intermédiaires :  

Cas d’une fonction strictement monotone  

Soit 𝒇 une fonction continue et strictement monotone sur l’intervalle  

[𝒂 ; 𝒃]. Pour tout réel 𝒌 compris entre 𝒇(𝒂) et 𝒇(𝒃) il existe un unique réel 𝒄 

tel que 𝒇(𝒄)  =  𝒌.  

Autrement dit l’équation 𝒇(𝒙)  =  𝒌 admet une unique solution appartenant à 

l’intervalle [𝒂 ; 𝒃]. 

Démonstration :  

La fonction 𝑓 étant continue sur l’intervalle [𝑎 ; 𝑏], le théorème 1 nous permet d’affirmer 

qu’il existe au moins un réel 𝑐 tel que 𝑓(𝑐)  =  𝑘 pour tout réel 𝑘 compris entre 𝑓(𝑎) et 𝑓(𝑏). 
La fonction 𝑓 étant strictement monotone sur l’intervalle [𝑎 ; 𝑏] on a pour tout 

𝑥 ∈ [𝑎 ; 𝑏], tel que 𝑥  𝑐, 𝑓(𝑥)  𝑓(𝑐). On peut donc en conclure que le réel 𝑐 est unique. 

Illustration : 

 

Remarque :  

Pour démontrer que l’équation 𝑓(𝑥) = 𝑘 a une unique solution sur l’intervalle [𝑎 ; 𝑏] , il 

suffit de démontrer que 𝑓 est continue et strictement monotone sur [𝑎 ; 𝑏] et que 𝑘 est 

compris entre 𝑓(𝑎) et 𝑓(𝑏). 

  



Exemple1 : 

Soit 𝑓 la fonction définie sur ℝ − {−1} par : 

𝑓(𝑥)  = 
𝑥3

𝑥+1
 

1) Etudiez les variations de 𝑓 sur [-1,5 ; −1[ 

2) Déduisez en que l’équation 𝑓(𝑥) = 10 a une unique solution 𝛼 dans l’intervalle  

[-1,5 ; -1[ 

Réponse: 

1) Tout d’abord calculons la fonction dérivée 𝑓′ de 𝑓 sur ℝ − {−1} 

𝑓(𝑥)  = 
𝑢(𝑥)

𝑣(𝑥)
  avec  𝑢(𝑥) =  𝑥3 donc 𝑢′(𝑥) =  3𝑥2 et 𝑣(𝑥) =  𝑥 + 1 donc 𝑣′(𝑥) =  1  

Donc sur ℝ − {−1},  

𝑓′(𝑥)  = 
3𝑥2(𝑥+1)−𝑥3

(𝑥+1)²
 = 

3𝑥3+3𝑥²−𝑥3

(𝑥+1)²
 = 

2𝑥3+3𝑥²

(𝑥+1)²
= 

𝑥2 ( 2𝑥+3)

(𝑥+1)²
 

Or, 𝑥2  ≥ 0 et (𝑥 + 1)2 > 0 car se sont des carrés, le signe de 𝑓′ dépend de celui de 2𝑥 + 3 

Et 2𝑥 + 3 = 0 pour 𝑥 = − 
3

2
 

On obtient donc le tableau de variation suivant: 

𝑥 −1,5   -1 

𝑓′(𝑥) + 

 
𝑓(𝑥) 
 

  +∞ 

 
27

4
  

2) La fonction 𝑓 est continue et strictement croissante sur l’intervalle [-1,5 ; −1[ 

De plus 10 ∈ [ 
27

4
; +∞ [ donc il existe un unique réel 𝛼 dans l’intervalle [-1,5 ; −1[ tel 

que 𝑓(𝛼) = 10 

Exemple 2 :  

Le tableau de variation ci-dessous est celui d’une fonction 𝑓 définie et continue sur ℝ. 

𝑥 −∞  -1 4 +∞ 

 
𝑓(𝑥) 
 

  2 +∞ 

 

−∞   -5 

Expliquer pourquoi l’équation 𝑓(𝑥)  +  3 =  0 admet exactement trois solutions distinctes 

sur ℝ. 

  



Réponse: 

𝑓(𝑥)  +  3 =  0 équivaut à résoudre 𝑓(𝑥) = −3 

Pour appliquer le théorème 2 nous devons travailler dans des intervalles où la fonction 

est strictement monotone. 

Nous allons donc appliquer notre théorème sur l’intervalle ] −∞ ; −1] puis sur l’intervalle 

[−1 ; 4] et enfin sur l’intervalle [4 ; +∞[ 

● Sur l’intervalle ] − ∞; −1] :  

La fonction 𝑓 est continue et strictement croissante sur l’intervalle ] −∞ ; −1]. 

De plus -3 ∈ ] −∞ ; 2] donc il existe un unique réel 𝑥1 dans l’intervalle ] −∞ ; −1] tel que 
𝑓(𝑥1 ) = −3 

● Sur l’intervalle [−1 ; 4]:  

La fonction 𝑓 est continue et strictement décroissante sur l’intervalle [−1 ; 4]. 

De plus -3 ∈ [−5 ; 2] donc il existe un unique réel 𝑥2 dans l’intervalle [−5 ; 2] tel que 
𝑓(𝑥2 ) = −3 

● Sur l’intervalle [4 ; +∞ [  

La fonction 𝑓 est continue et strictement croissante sur l’intervalle [4 ; +∞[ 

De plus -3 ∈ [−5 ; +∞[ donc il existe un unique réel 𝑥3 dans l’intervalle [−5 ; +∞[ tel que 
𝑓(𝑥3 ) = −3 

● Conclusion : L’équation 𝑓(𝑥)  +  3 =  0 admet exactement trois solutions distinctes 

sur ℝ. 

Cas particulier :  

Pour démontrer que l’équation 𝒇(𝒙)  =  𝟎 a une unique solution sur 

l’intervalle [𝒂 ; 𝒃], il suffit de démontrer que 𝒇 est continue et strictement 

monotone sur [𝒂 ; 𝒃] et que 𝒇(𝒂) ×  𝒇(𝒃)  < 𝟎. 

En effet 𝑓(𝑎) × 𝑓(𝑏)  < 0 implique que 𝑓(𝑎) et 𝑓(𝑏) sont de signes contraires et non nuls. 

Donc 0 ∈ [f(a) ; f(b)] ou 0 ∈ [f(b) ; f(a)] 

Exemple : 

La fonction 𝑓 est continue et strictement croissante sur I = [-4 ; 5] et vérifie 𝑓(−4) = −3 

et 𝑓(5)  =  2 

L’équation 𝑓(𝑥)  =  0 admet-elle une solution dans I ? 

Réponse: 

La fonction 𝑓 est continue et strictement croissante sur I = [-4 ; 5]. De plus 𝑓(−4) < 0 et  

𝑓(5) > 0 donc l’équation 𝑓(𝑥)  =  0 admet une unique solution dans I. 

3) Théorème 3 :Cas généralisé d’une fonction monotone  

Soit 𝒇 une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I 

de la forme ] −∞ ; 𝒂 [ ou ]𝒂 ; +∞[ ou ] −∞ ; +∞ [ et admettant les limites 𝓵 

et 𝒎 réelles ou infinies aux bornes de cet intervalle. Alors pout tout réel 𝒌 

compris entre 𝓵 et 𝒎 il existe un unique réel 𝒄 ∈ I tel que 𝒇(𝒄)  =  𝒌  

  



Exemples : 

1) La fonction définie sur ℝ par 𝑓(𝑥) =  𝑥3 + 𝑥 est continue et strictement croissante sur ℝ 

, on a lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) =  + ∞ et lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) =  − ∞ donc pour tout réel 𝑘 l’équation  

𝑓(𝑥) = 𝑘 admet une solution unique. 

2) La fonction définie sur [1 ; +∞ [ par 𝑔(𝑥) =  √𝑥 − 1 est continue et strictement 

croissante sur [1 ; +∞ [ , de plus 𝑔(1) = 0 et lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) =  + ∞ donc pour tout  

réel 𝑘 ≥ 0 l’équation 𝑔(𝑥) = 𝑘 admet une solution unique. 

IV) Exemple d’utilisation  

● Montrons que l’équation 𝒄𝒐𝒔(𝒙)  =  𝒙 admet une solution unique sur ℝ 

Considérons pour cela la fonction 𝑓 définie sur ℝ par 𝑓(𝑥) = cos(𝑥) − 𝑥 .  

On a 𝑓 continue et dérivable sur ℝ sa dérivée 𝑓′(𝑥) =  − sin(𝑥) − 1 est strictement négative 

sur ℝ donc 𝑓 est strictement décroissante sur ℝ. 

De plus pour tout 𝑥 ∊ ℝ on a −1 − 𝑥 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 1 − 𝑥  donc on a  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) =  − ∞ et lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) =  + ∞ 

Tout ceci nous permet de conclure que l’équation 𝒇(𝒙) = 𝟎 admet une solution 

unique sur ℝ.  

On peut de plus encadrer cette solution plus précisément  que 𝑓(0) = 1 et que 𝑓( 
𝜋

2
 ) = − 

𝜋

2
  

ce qui permet de conclure que cette solution se trouve dans l’intervalle [0 ; 
𝝅

𝟐
 ]   

L’utilisation d’un tableau de valeurs sur calculatrice ou d’un tableur permettrait 

d’encadrer cette solution avec la précision voulue : Notons 𝛼 cette solution. 

● Cherchons maintenant à l’aide d’un tableur un encadrement de la solution 𝜶 à  

10-3 près  

 

Donc 0,7 < 𝜶< 0,8  

  

On sait que 0 < 𝛼 < 
𝜋

2
,  

donc on prend différentes valeurs de 

𝑥 comprises entre 0 et 
𝜋

2
 avec un pas 

de 0,1 



Changeons encore le pas de 𝑥 afin d’avoir une valeur approchée de 𝛼 plus précise. 

On sait que 0,7 < 𝛼 < 0,8 donc on prend différentes valeurs de 𝑥 comprises entre 0,7 et 

0,8 avec un pas de 0,01 

 

Donc 0,73 < 𝛼< 0,74  

Changeons encore le pas de 𝑥 afin d’avoir une valeur approchée de 𝛼 plus précise. 

On sait que 0,73 < 𝛼 < 0,74 donc on prend différentes valeurs de 𝑥 comprises entre 0,73 

et 0,74 avec un pas de 0,001 

 

Donc 0,739 < 𝛼< 0,740  

  



Changeons encore le pas de 𝑥 afin d’avoir une valeur approchée de 𝛼 plus précise. 

On sait que 0,739 < 𝛼 < 0,740 donc on prend différentes valeurs de 𝑥 comprises entre 

0,739 et 0,740 avec un pas de 0,0001 

 

Donc 0,739 < 𝛼< 0,7391  

Conclusion : A 10-3 près, 𝜶 ≈ 0,739 


