Limite et opérations.

I) Limite et opérations
1) Limite d’'une somme

Limite et comparaison.

Si f a pour limite: £ ° +00 —00 +00
Si g a pour limite: t' +00 +00 -0 )
Alors f(x) + g(x) a pour , Forme
limite: e+t + +o ~® | indéterminée
2) Limite d’un produit
Si f a pour t
limite: €201 o + o
Si g a pour +o0 | +o0 + 00 +00
limite:
+00
Alors f)x g(*) | po | oo | _co | Onapplique | _ Forme
a pour limite: la régle des indéterminée
signes
3) Limite d’'un quotient
a) lim g(x) # 0
xX—+00
Si f a pour limite: 4 ' +o00 +00
Si g a pour limite: ¢ (#0)| +o0 ¢ (#0) +00
+00
Alors [x) a pour £ . F
g0 2P z 0 On applique | 4é orme
signes




b) lim g(x) =0
X—+00

Si f a pour limite: £(# 0) ou o0 0
Si g a pour limite: 0 0
400
Alors % a pour limite: On applique la indgt(:errn?née
regle des signes

4) Exemples

Exemple 1: Déterminer la limite en +oo de la fonction f définie sur R\{0} par

_ 1 . 1 _ . 1 _ _ . _
flx) = e + 5. Comme xl_}erF =0 alors xgrme + 5 =0+ 5= 5donc Jim f(x) =5

Exemple 2 : Déterminer la limite en 4+ de la fonction f définie sur ]0; +oo[ par
1
f) =vx + ot

lim Vx = +o et lim L=0donc lim L+ vx =0+ o = +o donc lim f(x) =+o00
xX— +00 x— 400 X xXx— 400 X xX— +00

Exemple 3 : Déterminer la limite en +oo de la fonction f définie sur R par f(x) = x — Vx

Comme lim x =+ et lim Vx = +o on obtient une forme indéterminée : « +o0o0 — co»
X—= +00

x— +00

Pour ne plus avoir une forme indéterminée, en général, une factorisation suffit, en prenant
comme facteur le terme dominant :

1
Pourx¢0:f(x)=x—\/§=x(1—ﬁ)

Comme lim x =+ +o00 X 1 = 400 donc

x— +00

1
lim x(l—ﬁ)=+oo

n- 4o

Comme lim — = 0 par conséquent : lim (1—
Vx x— 400

X— +co

1,
N

Donc lim f(x) = +o0
X— +00

Exemple 4 : Déterminer la limite en +o de la fonction f définie sur R\{0;—1} par

2x%+1
x2+ x

f(x) =

oo
Comme lim 2x%+ 1=+ et “T (x? 4+ x) = +o0 on obtient une forme indéterminée : « e
X— (oo}

x> +00



Le numérateur et le dénominateur sont des expressions polynomiales : On factorise le
numérateur et le dénominateur par le terme du plus haut degré, qui est x? dans les deux
cas.

Pour x différent de 0 et de —1 :

1 1
2x2+41 X2+ 2+
X2+ x B x@(1+l) - 1+l

x x

Comme lir}rq % = 0 par conséquent lim 2+ % =2
X— (o]

2
X2t — = 2 donc
1 1
Comme lim 1=0 par conséquent : lim (1+-)=1 2+i2
X— +o00 X X— 4+ X llm x4 —
x>t 141

Donc lirP f(x) =2

II) Limite et comparaison

On considére f,g et h trois fonctions définies sur un intervalle I ouvert et a un réel tel que
a appartient a I ou est une borne de I.

1) Théoréeme 1

Si pour tout nombre réel x de I,

® f(x) = g(x) etsietlimg(x) = +0 alors lim f(x) = +00
x—-a x—-a

® f(x)>g(x) et siet Li_l)l;f(x) = —oo0 alors Li_l)l;g(x) = —00

Démonstration :
e Montrons tout d’abord que si f(x) = g(x) et lim g(x) = +oo alors lim f(x) = +oo
x—a Xx—a

Pour cela il faut prouver que tout intervalle ouvert de la forme ] A ; +o [ contient f(x) pour
tous les nombres x suffissamment proche de a.

Soit A un hombre quelconque.

Comme lim g(x) = + alors, par définition, l'intervalle ]A ; +o [ contient g(x) pour tous les
nombresx;asuffisamment proches de a.

Donc pour tous les nombres x suffisamment proches de a, g(x) > A

De plus, pour tout x de I fx) = gx)

on peut donc écrire que pour tous les nombres x suffisamment proches de ,

fx)z gx) > A

On en déduit que : pour tous les nombres x suffisamment proches de a, f(x) > A

Ce qui prouve que xliTaf(x) = 400



Illustration graphique :
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104

0 4 6 B
Tr=a
e Maintenant montrons que si f(x) = g(x) et lim f(x) = —oco alors lim g(x) = —oo.
Xx—a Xx—a

Pour cela il faut prouver que tout intervalle de la forme ]— « ; A[ contient g(x) pour tous
les nombres x suffisamment proche de a.

Soit A un nombre quelconque.

Comme lim f(x) = —oo alors par définition, l'intervalle ]— o ; A[ contient f(x) pour tous les
nombresx;casuffisamment proche de a.

Donc pour tous les nombres x suffisamment proches de a, f(x) < A

De plus, pour tout x de I f(x) = gx)

on peut donc écrire que pour tous les nombres x suffisamment proches de ,

A>f(x) =z g(x)

On en déduit que : pour tous les nombres x suffisamment proches de a, g(x) < A

pour tous les nombres x suffisamment proches de a, l'intervalle ]— o ; A[ contient g(x)

Ce qui prouve que liT gx) = —o0
X—=>+a



2) Exemples

Exemple 1 : Soit f la fonction définie sur R par (x) = x + (cosx)? .

Déterminer sa limite en +oo.

Comme (cos x)2 >0 alors x+ (cosx)* = x

Comme lim x = +oo alors d’aprés le théoréme ci-dessus : lim x + (cosx)? = +o

X—+00 X—+00

Donc li1+n f(x) = + o
xX—>+00

Exemple 2 : Soit g la fonction définie sur R par (x) = —x? — 3 sin®x .

Déterminer sa limite en +oo.

Comme —x? — 3 sin’x .< —x? (car —3sin®?x<0)
Comme lim —x* = —oo alors d’aprés le théoréme ci-dessus : lim —x? —3sin’x = —o
X—+00 X—+00
Donc lim g(x) = — o
x—+co

2) Théoréme d’encadrement dit « des gendarmes »

f, g et h sont trois fonctions définies sur un intervalle I de la forme :
JA ; +oo[ ou R. £ est un nombre réel.

Si pour tout x de I, g(x) < f(x) < h(x) et si les fonctions g et h ont la méme
limite £ en +00, alors lim f(x) =¢.

X—+o00

Ce théoréeme est admis.
Remarque :

Cette propriété assure a la fois I'existence de la limite de f en a et que celle-ci est égale a
£

Illustrations graphiques :




Exemple : Soit f la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par f(x) = %

Déterminer sa limite en +oo.

Pour tout x de ]0 ; 4o, —1<sinx <1
1 ' 1
Donc pour tout x de ]0 ; +oof, —= < % < -

.1 . 1 R .
Comme lim = =0 et lim —= = 0 D'apres le théoreme d’encadrements :
x—+00 X x—-+00 X

. sinx
lim —=0
xX—->+00 X

IIT) Limite d’une fonction composée
1) Limite de la composée de deux fonctions

f et g sont deux fonctions.
a,b,c désignent soient des nombres soit +0, soit —.

Si limf(x) = b et lim g(x) = c alors lim g(f(x)) = ¢

Exemple: f(x) = Vx* +3x+ 2
Comme lim x2+3x+2= +o et lim vx = 400, alors lim Va2 +3x+2 = 4o

X—+00 xX—>+00 xX—+00

Donc lim f(x) = + o0

x—+00



2) Limite de la composée d’une suite et d’'une fonction

f est une fonction définie sur un intervalle I.
(v,) est une suite dont tous les termes appartiennent a l'intervalle I.
b et ¢ désignent soient des nombres soit +o, soit —o.

Si lim v, = b et linl} f(x) = c alors lil}_l flv,) = ¢
X n—>+oo

n-+oo

Exemples:
Exemple 1:

. . r e . 5n+3
Soit la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par : u, = —vs

5n+3 . L
On pose v, = — pour avoir ainsi : u, = f(v,) avec f(x) = Vx

. 1. 5n+43
On peut montrer que : nl_l}l}_‘loo )

= 5 et comme lirré\/_ =+/5
x—

On a alors : lim u, = V5
n-+oo

Exemple 2: Cas particulier ol v,,= n:

cos (n)
n

Soit la suite (u,) définie pour tout entier naturel n, non nul, par : u, =

En posant : f(x) = % on a u, = f(n)

cosx

Comme -

Rl
R

< <

X
alors d’apres le théoréme « des gendarmes » on en déduit que lim f(x) = 0
X—>+00

De la on peut écrire que lim u, =0

n-+oo



