Suites arithmétiques
I) Définition :

Soit n, un nombre un entier naturel

Soit (u,),-, une suite. On dit qu’elle est arithmétique si, partant du
TERME INITIAL u,, pour passer d'un terme au suivant, on

AJOUTE toujours le méme nombre appelé RAISON

Exemple : Pour un abonnement internet illimité, un opérateur propose les prix suivants :
40 € de frais d’établissement de ligne et 30 € par mois d’abonnement.

¢ Le budget total pour un mois d’abonnement est : 40 + 30 = 70
Le budget total pour un mois d’abonnement est de 70 €

e Le budget total pour deux mois d’abonnement est : 70 + 30 = 100
Le budget total pour deux mois d’abonnement est 100 €

e Le budget total pour trois mois d’abonnement est : 100 + 30 = 130
Le budget total pour un trois d’'abonnement est de 130 €

Et ainsi de suite ... On additionne 30 au prix du budget total du mois précédent pour
obtenir celui du mois suivant.

Soit u, le budget total pour un mois d’abonnement : u; = 70

u, est le budget total pour deux mois d’abonnement : u, = u;, + 30 =70+ 30 = 100
u; est le budget total pour trois mois d’abonnement : u; = u, + 30 = 100 + 30 = 130
Soit u, le budget total pour n mois d’abonnement : u,, = u,_; + 30

Cette suite est arithmétique : On passe d’un terme au suivant en ajoutant
toujours par le méme nombre (dans notre cas 30)

II) Les deux formules de calculs de termes.

(un)nsp €St une suite arithmétique de premier terme u, et de raison r

Soit (u,),:, €t n = p, un entier naturel.

On passe d'un terme au suivant en ajoutant toujours la méme valeur
appelée raison :

un+1 = un+r

On peut obtenir directement la valeur de u,, en appliquant la formule
suivante :

u, = u,+ (n—p)r
Cas particulier oti le 1¢F rang est O :

u, =uy+nr




Remarques :

La premiére formule s’appelle formule de récurrence. Elle traduit exactement la
définition de suite arithmétique.

En revanche, elle est incommode dans le cas ou il s’agit de calculer un terme de rang
élevé.

Par exemple, pour calculer u,g a partir de u,, il faut effectuer 28 additions du nombre r.
C’est inefficace !
Il convient dans ce cas d’employer la seconde formule, appelée formule directe.

Les deux formules sont équivalentes : toute suite qui, pour tout entier n, vérifie I'une des
formules vérifie 'autre.

Voir les démonstrations apres les exemples :

Exemples :

Exemple 1 : Soit (u,,) la suite définie sur N, par :

Uppr = U, + 3etuy =1

1) Justifier que cette suite est arithmétique

2) Calculer uq ; u, ; usz puis uUys

3) Calculer u, en fonction de n

4) A partir de quel rang la suite u est—elle supérieure ou égale a 100 ?
Réponse :

1) Pour tout n appartenant a N, u,,; - u,= 3. La suite est donc arithmétique de raison 3
et de premier terme 1 (Pour passer d’un terme au suivant on ajoute a chaque fois 3).

2)u1=u0 +3=1+3=4 u1=4
u2=u1 +3=4+3=7 u2=7
U3=uZ +3=7+3=10 U3=10

On applique la 2¢™e formule :

u23=u0+23><3
1+23x3 =70 u23=70

Uy3

u,=Uo+nx3 u, =1+3n

\"

4) u,, = 100 en utilisant la question précédente on obtient 1 + 3n = 100

3n = 99 d'ou n = 33. A partir du terme d’indice 33, u,, est supérieure ou égale a 100



Exemple 2 : Soit (u,) la suite définie sur N, par :
Upyr = U, -2etu; =5

1) Justifier que cette suite est arithmétique

2) Calculer u, ; us ; Uy puis uzg

3) Calculer u, en fonction de n

Réponse :

1) Pour tout n appartenant a N, u,,, - u, = -2. La suite est donc arithmétique de raison
-2 et de premier terme 5 (Pour passer d'un terme au suivant on ajoute a chaque fois -2).

2)u2 :u1'2:5'2:3 u2=3
U.3=U,2 ‘2=3‘2=1 u3:1
U.4=U,3‘2=1‘2=‘1 u4:—1

On applique la deuxieme formule :

Uzg = Uy + (30 -1) x (-2) le premier terme de la suite est ui au lieu de uo
La suite a donc un terme de moins donc
la formule est u, =u; + (n— Dr

U.30 =54 29 x (—2) = -53 u30 = -53

u, =u;+(n-1)x (-2)

U, =5+(n-1)x(-2) U, =7 - 2n

Exemple 3 : Soit (u,) la suite arithmétique définie sur N par uz =4 et ug = 12.
Déterminer la raison et le premier terme u, de u

Réponse :

u est une suite arithmétique de raison r. Pour tous entiers pet n (n = p):

Uy =uy,+ (n—p)r

Us = U3+ (5-3)r

12 = 4 + 2rdoncr = 4.

Son premier terme est Uy : u; = Uy + 3 x 4on obtient : 12 = uy+ 12doncuyg =0

La suite arithmétique u a pour raison 4 et a pour 1°" terme u; =0

Exemple 4 : Soit (u,,) la suite définie sur N par u,, = 3n + 8
Montrer que u est une suite arithmétique. Préciser sa raison et son premier terme u,

Réponse :

Pour tout n appartenant a N, u,.; = 3(n+1) + 8 =3n + 3+ 8 = 3n+ 11
Pour tout n appartenanta N, w1 — u, =3n+11-3n-8=3

La suite est donc arithmétique de raison 3. u, = 3x0 + 8 = 8.
Son premier terme est uy = 8



III) Sens de variation d’une suite arithmétique

Propriété :

Soit (u,),-, une suite arithmétique de raison r
e Sir > 0, alors (u,) est strictement croissante.
e Sir <0, alors (u,) est strictement décroissante.

e Sir = 0, alors (u,) est constante.

Exemples :

Exemple 1 :

Etudier le sens de variation de la suite (u,) définie sur N, par :
Uppp = U, + 3etug =1

Réponse :

Pourtoutn eN :u,y; =u, +3
Donc u,4q - u, = 3
Pourtoutn eN :u,; -u, >0

La suite (u,)ney €St donc croissante.

Exemple 2 :

Etudier le sens de variation de la suite (u,) définie sur N, par :
Uppr = U, - 2etu=5

Réponse :

PourtoutneN :u, =u, — 2
Donc uy4q - up, = =2

PourtoutneN :u,,; —u, <0

La suite (uy)nen €St donc décroissante



IV) Somme des termes d’une suite arithmétique

1) Somme des entiersde 1 an

Propriété :

Pour tout entier naturel non nul: Cette formule a été proposée par

Gauss a lI'age de 11 ans !
n(n+1)

2

1+2+4+...+n=

Exemple : CalculerS=1+2+ 3 ..+ 10

10 x11
S=1+2+3..+10= > = 55 S =55

2) Somme des termes d’une suite arithmétique:

Soit (u,) une suite arithmétique de raison r alors :

premier terme + dernier terme

up + Upyq + Upypen + U, = YL, u; = nombre de terme X 5

Cas particulier :

ug+u
Uy + Uy + Uperen +u, =20 0u; = (n+ 1) X (%)

ust+u
Uuq +u2.... +un =Z?=1u,-=n><( 12 n

Exemple 1: Soitu,=7n-1

Calculer u; + uy.... + uyq

Uppp —Up =7+ 1) —-1-Tn+1="n+7-1-Tn+1=7

(u,) est une suite arithmétique de raison 7 et le premier terme est 6.

6 + 69
2

U+ U+ upp = 10x (110 = 10 ( )=10x(775)=375

Exemple 2 : u, est une suite arithmétique de raison —2 et de premier terme u, = 3

Calculer uy, + uy.... + uy,
uy=3etug=u+10r=3+10x%x(-2)=3-20=-17
3—-17

2

u0+u1....+u10=11x(@)=11><( ) = 11 % (=7) = =77



V) Graphique

La représentation graphique d’une suite arithmétique est constituée de points
alignés, et cela la caractérise.

Si les points de la représentation graphique d'une suite sont alignés, alors
c’est une suite arithmétique.

De plus, le coefficient directeur de la droite sur laquelle les points sont alignés
est la raison de la suite arithmétique.

7 '8 9

0o |1 12 3 14 5 16 |
S0 I S S S . s S {_valeradex
Exemples :
Exemple 1 :
,,,,, B, [ A A S S S A [
Valeursdeun
8
®
.« Ao
6, ° Ag
°® As
® AG
4 o AS
° A4
3 o A
[ ] A2
2 Ay
Ao
1)
0 Valeurs de n
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11




Ce dessin montre les douze premiers points du graphique d’une suite qui peut étre
arithmétique. En effet, prenons deux abscisses consécutives net n+ 1, ou n est un
entier compris entre 0 et 10, la différence des ordonnées de 4,,.; et de 4, vaut 0,5.

On peut traduire cela par la formule u,,,; —u,, = 0,5. La suite peut donc étre
arithmétique de raison 0,5.
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Ce dessin montre les douze premiers points du graphique d’une suite qui ne peut pas
étre arithmétique. En effet, prenons deux abscisses consécutives net n+ 1, ou n est
un entier compris entre 0 et 10, la différence des ordonnées de 4,,,, et de 4,, vaut 0,5,
sauf dans deux cas : pourn=3etn=4.

OnadonCcu,y; —u,=05pourn+3etn+4, etu, —u; =-0,5 et us —u, =1,5.

Ces valeurs n’étant pas les mémes, on peut affirmer que la suite (u,) n‘est pas
arithmétique.

Attention ! Sur ces graphiques, relier les points isolés n’a pas de sens !

VI) Limites des suites arithmétiques

Toute suite arithmétique de raison r = 0 est divergente.

r<o0 r>0
uy >0
—00 +00
Uy <0
Exemples :

Soit (u,) une suite arithmétique de raison —2 et de premier terme u, = 3 a pour limite —w

Soit (u,) une suite arithmétique de raison 5 et de premier terme u, = 3 a pour limite +oo



